Zwischenklausur zur Linearen Algebra I, HWS 2006

(1) a) Definieren Sie die Begriffe
(i
(i

(iii

~—

Erzeugendensystem

~—

lineare Unabhéngigkeit

Basis

~—

Dimension

~—

(iv

b)

®

eben Sie (ohne Beweis) Beispiele von
(v) einem Erzeugendensystem, das nicht linear unabhéngig ist
(vi) einer linear unabhéngigen Menge, die kein Erzeugendensystem ist.
Die gefragten Definitionen findet man unter:
(1)(i): 3.15, (ii): 4.1, (iii): 4.7, (iv): 4.17
(v) K™ ist ein EZS von K", aber nicht linear unabhéngig.
(vi) 0 € K™ ist eine linear unabhingige Menge, aber kein EZS von K",

(2) Untersuchen Sie mit Beweis, welche der folgenden Teilmengen des R*® Untervektorriume
sind, dabei seien a, b beliebige reelle Zahlen.

a) A = {(x1,29,23) € R®: 2y > 0}
b) B = {(z1, v, 23) € R? : axy + br3 = 0}
¢) C={(z1,22,23) ER>: 1y =1}

(2)a) A ist kein Untervektorraum, denn A ist keine Untergruppe:
Beweis: Es gilt (1,0,0) € A aber —(1,0,0) = (—1,0,0) ¢ A.

b) B ist ein Untervektorraum.
Beweis:

(i) (0,0,0) € B, also gilt B # 0
(ii) Es gelte (x1, 2, 23), (y1, Y2, y3) € B, dann folgt

axry + bxs = ay; +bys =0

und daraus
a(xl + yl) + b(!L‘g + yg) =0

Dies impliziert
(1, 22, 23) + (Y1, Y2, Y3) = (1 + Y1, T2 + Y2, 23 + y3) € B
(iii) Es gelte (x1, 29, 22) € B und a € R. Dann folgt az; + bz = 0 und daraus
0 = a(ary + brs) = acwy + baxs

Man erhilt o(zq, 2, x3) € B.

(c) C ist kein Untervektorraum:



Beweis: Es gilt (0,1,0) € C aber (0,1,0) + (0,1,0) = (0,2,0) ¢ C, also ist C' keine Unter-
gruppe.

(3) Es sei M = {(1,0,1),(2,0,1)}. Geben Sie (mit Beweis) eine Basis B von R? an, die M
enthilt.
Behauptung:

B = {(17 0, 1)’ (27 0, 1)7 (0, L, O)}

ist eine Basis von R3, die M enthiilt.:
Beweis: Da B 3 Elemente enthilt und dimR? = 3 gilt, reicht es zu zeigen, dass B linear
unabhéngig ist:

Es gelte
a(]" 07 1) + 5(27 07 1) + 7(0’ 17 0) = (07 07 O)
dann folgt
(a+28,7,a+ 8) = (0,0,0)
und daraus

a+20=v=a+pF=0
Es folgt v = 0und § = (a+28) — (a+ ) = 0 und aus a+ 3 = 0 folgt dann schliefllich o = 0.
(4) Es sei
M ={(1,0,1),(0,1,1),(2,-1,1)} C R’

Priifen Sie (mit Beweis), ob M linear unabhéngig ist, ob M ein Erzeugendensystem von R?
ist und ob M eine Basis von R? ist.

M ist linear abhéngig, denn es gilt
(2,—-1,1) =2(1,0,1) = 1-(0,1,0)
Da eine 3-elementiges EZS des dreidimensionalen R? eine Basis und daher linear unabhiingig
ist, ist M kein EZS von R? und damit keine Basis von R3.
(5) Es seien V' ein K-Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Weiterhin sei
A € K. Untersuchen Sie mit Beweis, dass
B = {v; + A\v,,v9,..., 0}

eine Basis von V ist.

1. Beweis: Es gilt
v+, =1-v14+0- v+ 4+0-v,1+ Av,

Nach dem Austauschlemma kann man jeden Vektor von B durch v; + Av,, ersetzen, dessen
Koeffizient in dieser Darstellung # 0 ist. Wegen 1 # 0 ist B’ = {v; + Av,, va, ..., v,} eine
Basis.

2. Beweis: Da B eine Basis von V ist, gilt dim V' = n und da B’ genau n Elemente enthélt,
reicht es zu zeigen, dass B’ linear unabhéngig ist. Also gelte

ag(vy + Avy) + agvg + -+ - + apu, =0

dann folgt
QU1 + QoUg + -+ -+ a1V + (Aag + ay)v, =0
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Da B linear unabhéngig ist, folgt daraus:
N =0y =+ =Qp_1=A¥1 +a, =0

Aus 0 = Aoy + o, =, folgt dann oy =g =+ =a, =0



